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L' oggetto della presente Nota è di stabilire i principii della teoria 
meccanica dei Momenti, indipendentemente dalla considerazione delle 
forze. 

1. In un sistema di 1* specie (sistema di piani condotti per una retta, 
o puro di rette giacenti in un piano e concorrenti in un punto) sia deter- 
minata la posizione dell'elemento ai, rispetto a due elementi fondamen- 
tali # c /9, dall’ equazioni 

sen *«i sen S« 

x 

sen»? sen?» 

essendo per due elementi <»,, a, del sistema, 

sen sen »? =sen «w,sen ?w y — sen ?*i j sen »« ; , 

sarà 

. 

cos« i » y =* i * > +itV/+(g i * i »? , 

e tra le coordinate ( x , y) di a> si avrà la relazione 

(1) x*+y*-t-5Urjcos»?=l , 

Supponiamo annesso ad ogni elemento del sistema un coefficiente, il 

*# 
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quale potrà rappresentare una quantità qualunque; indicando con p, il 
coefficiente annesso all’ elemento ® ( , l’espressione 

•Wj = ft se" “i“i = (*.*»—*. yj sc B . 

si dirà il momento del coefficiente p t ri spetto all'elemento ai 4 , c l'espressione 

SI, =v ( senu ( «,=l.u i (j i *,— *,»,)sen«p , 

in cui il 2; si estende a tutti gli elementi che si considerano nel sistema, 
sarà la somma dei momenti dei coefficienti del sistema rispetto ad as t . 

Si ponga 

(2) <**=*!»,*, . i*y=zj*-4f, ; 

essendo 

i» V = ipf x* -+- ìiuuz?, , («V= I f'!y?-*'2 s <‘.i* ; yjf/ » 
li'xy = jf ( + . 

si avrà per le relazioni (1) 

(3) p ’= s p ‘ +2if>j< l eos»M > . 

Il valore di p dato dall'equazione (3) si dirà il coefficiente risultante 
del sistema, rispetto ai coefficienti p , , elicne saranno i coefficienti com- 
ponenti. 

Per le relazioni (2) l'espressione di JI/ 4 diventa 

— iy J )sen« 1 ‘3 = ^sen*i«* 1 , 

sicché supposto il coefficiente p annesso all’elemento ®, si avrà che in 
un sistema di 1' specie di elementi, con annessi coefficienti', ri i sempre un 
elemento col corrispondente coefficiente tale, che il suo momento, rispetto ad 
un elemento qualunque del sistema , è eguale alla somma dei momenti degli 
altri dati coefficienti. Si esprimerà questa proprietà dicendo che il mo- 
mento del coefficiente risultante è eguale alla somma dei momenti dei coeffi- 
cienti componenti. 

L'elemento ai cui è annesso il coefficiente risultante si dirà l’elemento 
risultante. 

Se ai' ed ®" sono gli clementi risultanti in due sistemi di coefficienti 
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p , p annessi agli elementi »' ,»', e che hanno per coefficienti risultanti 
«' e p" , essendo 

(*'«*= ijij»; , ; pv= ip'*' > .“V =I .“'y' • 

si avrà 

(4) — ;r'jf")sen«S=:S[«|fi*sen «,'»•' , 

il 2 estendendosi a tutte' le combinazioni di ciascun elemento »' con 
ciascun elemento»'. 

Le quantità p m =py , p f =px, sono i coefficienti componenti di p, an- 
nessi agli elementi » c /3; tra il coefficiente risultante p, ed i coefficienti 
componenti p„, p f si hanno lo relazioni 


(5) 


(» : fi. : f« e : : S6n «/5 : scn : sen * ^ . 


Le formolo (2} dimostrano che per comporre più coefficienti, basta de- 
comporre ciascuno di essi (p t annesso ad » ) nei due coefficienti compo- 
nenti (p 4 y t , p,x ,) annessi agli clementi fondamentali * c j3, prendere le 
somme dei coefficienti annessi a questi elementi fondamentali, o com- 
porre finalmente queste somme fèpy t =zp x , ^tpx=p f ) nel coefficiente 
risultante p per mezzo delle formolo (5) , le quali determineranno il va- 
lore del coefficiente risultante, c la posizione dell'elemento risultante. 

E facile vedere ancora per le forinole (2), che per comporre più coef- 
ficienti si possono prima distribuire in gruppi, poi comporre i coefficienti 
di ciascun gruppo, e finalmente comporre i coefficienti risultanti par- 
ziali dei diversi gruppi. 

Facendo coincidere successivamente l’elemento », con a e /3 si avrà 
M m — fi sen jS « , M ( =j,yicn*;9 , 

onde 

il,= jr» , lf«-t-*.lf< , 

o sia 

(6) W, sen M’Sen™ è , 

laonde conoscendo i momenti M m , del sistema rispetto agli elementi 
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fondamentali * c /3, si conoscerà per mezzo della forinola (6) il momento 
del sistema rispetto ad ogni altro elemento ac, . 

In generale si avrà 

(6) J/ i scn«i j ™ > =if,seiiu 1 ». j +.M / seii»,'» 1 , 

formola che dà la relazione tra i momenti M. , iV , M t del sistema rispetto 
a tre elementi qualunque «,* , ® 4 . 

Si troverà inoltre 

,,, iff-t-J/* — 2Jf ( Jf,eos*,« i , 

(0 > l — i =t* . 

scn 

sicché la quantità il è costante, ed eguale al coefficiente risultante, qua* 
lunque sia la coppia degli clementi (a,, a:,) alla quale si riferisce. La 
quantità costante il è il momento del sistema rispetto all'elemento nor- 
male all'elemento risultante. 

Supponiamo che siano eguali a zero le somme dei momenti dei coef- 
ficienti del sistema rispetto a due elementi ®, , ; sarà eguale a zero la 

somma dei momenti rispetto ad un elemento qualunque ai,; si dirà al- 
lora di avere un sistema di elementi con annessi coefficienti che si an- 
nullano scambievolmente. Le condizioni per un tale sistema saranno espresso 
dall'equazioni 

( s ) iu,x,=0 , 0 . 

In tal caso la posizione dell’elemento risultante è indeterminata; ogni 
elemento del sistema, con l’annesso coefficiente di segno mutato, sarà 
l’elemento risultante, con l’annesso coefficiente risultante, rispetto a 
tutti gli altri elementi del sistema, con i loro rispettivi coefficienti, come 
componenti. 

Se (t=0, senza che siano verificato le condizioni (8), l’elemento ri- 
sultante ai apparterrà alla coppia immaginaria all’infinito, rappresentata 
dall'equazione 

**+y*-)-2iycos4?=: 0 ; 

l’espressione di M , prenderà la forma O.oo , essendo ;i=0, e sonax»i:=«o ; 
tra le somme dei momenti relative ad una coppia qualunque di elementi 
(«,, <»>,) si avrà la relazione espressa da 3/=0. 

Le formole precedenti si adatteranno al sistema di punti in linea retta 
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(o in altri termini al sistema delle rette parallele in un piano, ed al si- 
stema dei piani paralleli) ponendo in generalo 

, COSMjM-sI . 

Se nel sistema di punti in linea retta si ha pt=2|n,=0, senza che si 
abbiano le condizioni 


i/,jc,=0 , 2fMi,=0 , 

il punto risultante <u cadrà a distanza infinita, c sarà 
«= lf ‘~ Jfg = 0, onde M. = U t , 


sicché si avrà per un punto qualunque a >, , 

M t =y à II*+x , Hg= collante 

essendo . 

2. Consideriamo ora un sistema di 2* specie (sistema di rette e di piani 
concorrenti in un punto, al quale sostituiremo il sistema di punti e di 
archi di circoli massimi appartenenti ad una superficie sferica di raggio 
eguale all’unità). La posiziono di un punto a>, e quella di un arco il, 
siano determinate rispetto alla terna fondamentale (aie, ABC) di punti 
c di archi dall' equazioni 

x 
X 


sen *4 

sen*B 

scn «C 

sena/l 

y ~ sentii ’ 

~~ sencC 

Senna 

v sen ab 

2 sen ac 

sen. lo ' 

r- sen lib ’ 

scn Cc 


essendo pel punto <» e per l'arco il del sistema (*) 


sen «4 senno sen*fl senni 


sen4n 


scn Bb 


sen «C Senne 
senCc 


0 Nota sulle Torme geometriche di 2* specie. Rendiconto dell’Accademia 186S. 

t 
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si avrà 

scn * n, = x,.Y, se n a A + y, }', sen ID 1 ,Z, scn e C , 
sen n.u, = Xx k scn Aa 4 - Y<y, sen Ul> -+- Z-. sen Cc , 

(I) 

COSI. », ,=*, x,+ys,+ *,Sy 

-+- (y,s,+ -,y ,) cos tc -e- (iX,+xx,)cosea -+- (x_j cos ni , 

coso.u, = .V,.V +)',l' i +2/ ; 

+ ( Y,Z,+Z, l>os BC-HZ, A,+A/,)cos C.i + IX, J ( +l',.V)cos.lB , 

c tra le coordinate f.r, y , i) di co, o pure tra le coordinato (-Y, }’, Z) di 
fi, si avrà l'una o l'altra delle relazioni 

x' +y'-hi' +2j!COsk-)-2sx cosca -t-2xjfcosaò = l , 

(I) 

A"+ Y % +Z'+'ìYZ cosBC -+- 2/A’cos C.4 -+- 2ATcos AU=l 

Supponiamo annesso un coefficiente ad ogni punto c ad ogni arco del 
sistema; indicando con jx il coefficiente annesso al punto a>, , o all’arco 
fi., l' espressioni 

J/, i = pi t sen«,n ( = n i (i i .Y i sena.l + y.r,scntB4-».Z ( sencC) , 
m ;1 = p, sen 11», — j,.(A'x. scn da -t- Yg t sen Dii 4- /. s. scn Cc) , 

si diranno rispettivamente il momento' del coefficiente p, rispetto all’arco 
fi,, o pure rispetto al punto os,, c l’espressioni 

il, =. :u sen «n, = IilJxX, sen a.-i 4- y, J', sen tB -t- sZ, scn cC) , 
m,— i^sen o«, = if>.(A’ r, scnd«4- )'y, senCò 4- Z.t.sen Cc) , 

in cui il 2 si estende a tutti i punti, o gli archi che si considerano nel 
sistema, saranno le somme dei momenti dei coefficienti del sistema rispetto 
ad fi, o ad tv, . 

Si ponga 

(-} e* = Va . = , 

o pure 

(2) rX=iuX, , r Y=c ipfr. uZ=fy,Z,; 
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essendo 

> <*’»* = Ipf y.s.H- Zp,p, (y.s,-+- iy) , 

. /»***= lp* s ,x,+ Iu |U( (s,x ( H- 1, i ) , . 

(.’;* = . /*'*»= S,<* X,y,4- Ip,p, (x -+- J,X ; ) , 

o pure 

p\r=ip*A>2i» J ,,A;x’ , /rz=n.fy/ i +i f . A (i',z > +z i r > ) , 
,.T=ip'P+2ip.p j r.r / , p’zz= ip’Zjjr.+ip.p, (z Ar,+x,z )\ 
p’Z ’ = lp*Z^-(- 2lu ,“,Z,Z ; , u’AT = lp*.V K.+Ip^, (A',K ; -+- K,A' ; ) , 

si avrò per le relazioni (1) 

(3) (•*=Zp*+4tp j (« > cos*> j My , o puro u"— ZuM-S-p,*, cosilo^ , 

11 valore di n dato dall'una o dall’altra dell’ equazioni (3) si dirà il 
coefficiente risultante del sistema, rispetto ai coefficienti /z (annessi a 
punti o ad archi) che nc saranno i coefficienti componenti. 

Per le relazioni (i) l’ espressioni di M t c di i », diventano 

«,=fW se n <i.4 senàB a-*Z t sencC) = psen»»n t , 
m , =p (Ai, sen Aa 4- Yy t sen Bi-t- Zi, sen Ce) = p sen Om, , 

sicché supposto il coefficiente n annesso al punto «, o all'arco £1, si 
avrà che in un sistema (li 2* specie di punti o di archi, con annessi coeffi- 
cienti , vi è sempre un punto o im arco col corrispondente coefficiente tale , 
che il suo momento, rispetto od un arco o ad un punto qualunque del siste- 
ma , è eguale alla somma dei momenti degli altri dati coefficienti. Si espri- 
merà questa proprietà dicendo che il momento del coefficiente risultante 
(rispetto ad un arco o ad un punto) è eguale alla somma dei momenti dei 
coefficienti componenti. 

11 punto <k, o pure l'arco Al, cui è annesso il coefficiente risultante 
si dirà il puntò, o pure l'arco, risultante. 

Per ogni arco fi, condotto per <b, o pure per ogni punto ai, apparte- 
nente ad H , la somma M, o m, dei momenti dei coefficienti del sistema 
sarà eguale a zero. 
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Se pel sistema de’ coefficienti */, annessi ai punti ®,, il punto risul- 
tante x è dato dalle formole 

l i'x=tfL t x < , , (i's = !(«,' j. , 

essendo pd il coefficiente risultante, e se pel sistema di coefficienti m’< 
annessi agli archi fi, , l’ arco risultante fi è dato dalle formole 

, e”/ = , 

essendo pi" il coefficiente risultante , si avrà 

(4) fi’ sen‘-o=(*V'(rA’scna.t-i-yrsenfiB+sZsenfC)=iu;p‘sen-- n , 

il ^ estendendosi a tutte lo combinazioni di ciascun punto ®, con cia- 
scun arco fi , . 

Similmente se ®', x', o pure Cl', Cl’, sono i punti o gli archi risul- 
tanti de’ due sistemi di coefficienti pd, pd annessi ai punti o agli 

archi Cl , fi', e che hanno per coefficienti risultanti pi e pi", sarà 

( 4 ) [x'u'coss»'*'— ta'p' cos &d*i* » o pure cosn'n =-p ( p ; costi.u^ , 


Le quantità 
o pure 


.“«=(** . Pp=.“SI . !*>=(“ • 

f». — J.X , jijurgP, 


sono i coefficienti componenti di pi (annesso al punto x o all’arco fi) an- 
nessi ai punti a, b, e , o pure agli archi A, li , C ; tra il coefficiente ri- 
sultante pi, ed i coefficienti componenti pi^, pi ; , pi, si hanno le relazioni 


P* =1*1-4- pJ-4- p’-t- cos bc 4- 4« ; P^cosra 4- cosati. 

P • * PP * P ; u senaic : sen<*6c : sen^ea : senWi , 

o puro 

u’=r-p*4-pÌ4-pf-t-2' p cosBC + 2* r.^cos C.l-t-Sp^cos.tB , 

(5) 

t* :(*»’• f*p ‘ :: ** n ABC : seniiBC : scn ùCA : se n li AH . 


Le furinole (2) dimostrano che per comporre più coefficienti basta de- 
comporre ciascuno di essi (p, annesso ad ®, o ad Cl ) nei tre coefficienti 
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componenti (p^,, p,y, , p,z k , o pure mT,> ;«,£,) annessi ai punti o 
agli archi fondamentali (a, b , e o A, D, C), prendere le somme dei coef- 
ficienti annessi a ciascuno di questi punti o archi fondamentali, e com- 
porre finalmente queste somme { 'Sp^:,=p M , ^p,y,—p^, 2p,s i =p } , o 
pure 2tp'X,=p,, %p t Y==p f , Ìf«,Z=M r ) nel coefficiente risultante p, 
per mezzo delle formolc (5), le quali determineranno il valore del coef- 
ficiente risultante, c la posizione del punto o dell’arco risultante. 

E facile vedere ancora per le forinole (2) che per comporre più coef- 
ficienti si possono prima distribuire in gruppi, poi comporre i coefficienti 
di ciascun gruppo, e finalmente comporre i coefficienti risultanti par- 
ziali dei diversi gruppi. 

Facendo coincidere successivamente l’arco fi, con A, D, C, o pure il 
punto os, con a, b, c si avrà 


o pure 
onde 
o sia 
(6) 


Af,=|ixsena.t , !U t =pysenbB , Affilisene C, 

m i =|i.Vsen/to , n» # =|iJ'senBJ , m f — yZsen Cc , 

Aff J^Af.4- f’jA/j+Z.Af, , m, = x, ra^-t- z t m f , 

Af, sen AD C — Af* sen n,B C + A/^ scn ft, CA + A/ f scn Q , AB , 
m, senato = 1 »^ senato -t-m^scnujca ■+- m } senv,nt , 


laonde conoscendo i momenti .1/^ , J/ e , del sistema rispetto agli archi 
fondamentali A, lì, C, o pure i momenti m„, m f , m r del sistema rispetto 
ai punti fondamentali a, b, c, si conoscerà per mezzo delle formole (6) 
il momento dei sistema rispetto ad ogni altro arco £1 , , o ad ogni altro 
punto a> t . 

Osservando che si ha in generale 


senn 4 a ( n ( = 
si troverà 



1 *«■ *. 

x„ > •., z, 

sen ABC , sen»,*,»», = ' *, , y , , -, 

x,.r„z, 



(0) 


Af. sen n 4 n,n j = A /< sen Rf Af, sen 11,11^0 ,+ il sen n,n,n ( , 

i», sen Sj»,*; — m , sen +», scn -f m ( scn ",«* 4 «* 4 , 
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forinole cho danno le relazioni Ira i momenti M t , SI,, M,, SI,, o pure 
ni*, ni,, m , , m, del sistema rispetto a quattro archi, o a quattro punti 
qualunque. 

Se i tre archi £1,, £1,, fi, concorrono in uno stesso punto, o pure i 
tre punti »„ , ai,, ai, appartengono ad uno stesso arco, essendo allora 
senfl A fl,fl,:=0, o pure seni',®^» J =0 , Pequazioni (6) si ridurranno ad 

,V A scn n,n,-i-J/setin,a A +.l/,seun A n i =:0 , ra 4 sen»> i 'u ( +m 1 sen»» / »>4+m / 8en^ i *i 1 =0 , 


sicché so sono eguali a zero le sommo dei momenti dei coefficienti del 
sistema di punti o di archi rispetto a due archi fi,, fi, , o pure rispetto 
a due punti ai, , ®, , sarà eguale a zero la somma dei momenti rispetto ad 
ogni altro arco fl A condotto pel punto fi, fi, (punto risultante), o pure 
rispetto ad ogni altro punto ai» appartenente all’ arco a',®, (arco risul- 
tante). 

Si avrà inoltre 


(1) 


sen*«< A n t scn*“,n, ien*u,a, 

_ 31.31, cos*»w A 31,31, c os«*,. . 31,31 coi*».'» , 

sentii, sentii, “ scn*>0,*»a >. A n A “ scn * t n 


sen*n 1 M,” , ~ scti*u,u, " t "scn*0 ( *> / 


m m coso ft, 


sen n m . scn ft A u» 


.£» m * m . CMa * a l 
sen fl.u.senn •*. 


sicché la quantità Koinè costante, ed eguale al coefficiente risultante, 
qualunque sia la terna degli archi (fl 4 , fi , fi,) o dei punti (® lf ai., «,) 
alla quale si riferisce. La quantità costante SI ò il momento del sistema 
rispetto all’arco che ha per polo il punto risultante, c la quantità co- 
stante m è il momento del sistema rispetto a) punto che è il polo del- 
l'arco risultante. 

Supponiamo che siano eguali a zero le somme dei momenti dei coeffi- 
cienti del sistema di punti, o pure di archi, rispetto a tre archi fi», fi,, 
fi,, che non passano per lo stesso punto, o pure rispetto a tre punti 
«», ®,, ®, non appartenenti allo stesso arco; sarà eguale a zero la som- 
ma dei momenti rispetto ad un arco qualunque fi,, o pure rispetto ad 
un punto qualunque ®, , sarà quindi in tal caso il coefficiente risultante 
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ta eguale a zero; si dirà allora di avere un sistema di punti o di archi 
con annessi coefficienti, che si annullano scambievolmente. Le condizioni 
per un tale sistema saranno espresse dall’cquazioni 

Ib^=I) , lujl — 0 , Zu S, =0 , 

(8) o pure 

1^=0, 1^=0, !(.,£,=<), 

secondo che il sistema è di punti o di archi. 

In tal caso la posizione del punto o dell'arco risultante è indetermi- 
nata; ogni punto o pure ogni arco del sistema, con l'annesso coefficiente 
di segno mutato, sarà il punto o l’arco risultante, con l’annesso coeffi- 
ciente risultante, rispetto a tutti gli altri punti o archi del sistema, con 
i loro rispettivi coefficienti, come componenti. 

Se p=0, senza che siano verificato le condizioni (8), il punto risul- 
tante te, o pure l’arco risultante Cl, apparterrà al luogo o inviluppo di 
2” grado immaginario all’infinito (*) rappresentato dall’una o dall'altra 
dell’cquazioni 

x' +y* +z ’ cosàc -t-2sjc cosca -+-2ry cosai = 0, 

X'+ r M +Z'+2rZcmBC+ìZXcotCA+ÌXYcoiAB=0 ; 

l’ espressioni di il, c di m, prenderanno la forma O.oo , essendo p=0, 
c scna-il 1 =senfl» 1 =oo ; tra le somme dei momenti relative ad una 
terna qualunque di archi (C1 K , £1 , £1J , o di punti {«, , a;,, a>.) si avrà la 
relazione espressa da Jf=0, o pure da m=0. 

Le forinole precedenti si adatteranno al sistema di punti e di rette ap- 
partenenti ad uno stesso piano (o in altri termini al sistema di rette e di 
piani concorrenti in un punto all’ infinito) ponendo in generale 

scn'-a=«n , 8eii'u l *» | .=ù* t « > , cos«,«^ = l , 

scn*>.««* M . W -u . = to Q . «a 4 ». =«* 11 .'M.'U , 

ni/ " * i / ‘i / n / / ni’ 

sen 0 , 00 ^ =n 1 u ( sonn i n i =n« i sennn^n^sen n 4 n i . 

Se nel sistema di punti appartenenti ad uno stesso piano si ha 
f*=5j/,=0, senza che si abbiano le condizioni 

i«,i,=0, -?,y,=Q , zj*,»,=0 , 

0 Nota citala. 


Digitized by Google 



— u — 


il punto risultante <b cadrà all’ infinito, e sarà 


„ M, if { M r „ 
•’ ,== m + 4C + 7c =0; 


se poi nel sistema di rette appartenenti ad uno stesso piano si ha 
senza che si abbiano le condizioni 


1^=0 , , lit M Z'=0 , 

la retta risultante O passerà per uno dei punti ciclici aH’infinito, e sarà 

, mi mi mi 

-+- BC+2 ^^cosC.4 + 2 cos4B=0 ; 

bB.cC cC.nA aA.bD 


questa equazione, per le relazioni tra i lati e gli angoli di un triangolo, 
è soddisfatta identicamente (e nel solo modo reale) allorché m l ==rn t =m ì -, 
viceversa se queste equazioni sono verificale, sarà *z=0; in tal caso la 
retta risultante cadrà a distanza infinita, e si avrà per un punto qualun- 
que «t 

m, = — costatile , 

essendo « 4 — t— a, = 1 . 

Dei momenti nei sistemi di 3* specie si tratterà in un'altra Nota. 
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